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Blütenaufgabe 
„Anfangswertprobleme“
	a) Aus einer großen Zisterne fließt kontinuierlich Wasser ab. Die Fließgeschwindigkeit ist nicht konstant, sie lässt sich aber durch die Funktion v mit
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 beschreiben. Dabei gibt t die Zeit in Stunden an.
Eine Stunde nach Beginn der Messung waren 3000 Liter in der Zisterne. Wie viel Liter sind nach weiteren 5 Stunden vorhanden?
Lösen Sie die Aufgabe, indem Sie zunächst die  abgeflossene Wassermenge berechnen und damit die Endmenge bestimmen.
	[image: image2.jpg]



 Foto: guillaumepaumier.com
	xx-

	b) An einem Wintertag betrug die Temperatur um 19:00 Uhr 6oC, 12 Stunden später 4oC. 
Lässt sich die Temperaturveränderung durch die Funktion f mit 
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beschreiben, wenn zusätzlich bekannt ist, dass in dem Beobachtungszeitraum stets positive Temperaturen vorlagen?
	x-x

	c) [image: image18.png]


Die Füllmenge einer Talsperre soll nach einer Regenperiode 80 Millionen Kubikmeter betragen. 
Foto:  Möhnetalsperre von Dominik Schäfer aus wikimedia.commons
Geben Sie eine Funktionsgleichung für den Veränderungsprozeß und einen Anfangszustand an. Weisen Sie durch eine Rechnung die Richtigkeit Ihrer Angaben nach.
	--x

	d) Ein kegelförmiger Behälter der Höhe 1m und mit maximalem Radius von ebenfalls 1m steht auf seiner Spitze. Er ist zu Beginn randvoll mit Wasser gefüllt. An der Spitze befindet sich ein Ausfluss. Die Fließgeschwindigkeit ändert sich kontinuierlich, sie kann aber als proportional zur Füllmenge angesehen werden.
Zu welchem Zeitpunkt ist die Wassermenge auf die Hälfte der Anfangsmenge gesunken?
	x--


Lösungen
	a) Für den Bestand B(t) zum Zeitpunkt t und die zugehörige Änderungsfunktion v(t) gilt allgemein:
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, mit t>t0. In diesem Fall ist  B(t) die Wassermenge zum Zeitpunkt t und v(t) die Abfließgeschwindigkeit. Aus der Aufgabenstellung folgt weiter B(1)=3000 und 
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. Damit ergibt sich für  B(6):
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Nach sechs Stunden befinden sich noch etwa 1333 Liter in der Zisterne.

	b) Hier ist B(t) die Temperatur zum Zeitpunkt t, wobei t die Stunden nach 19:00 Uhr angibt. f(t) ist die Temperaturänderung.
Mit B(0)=6 und B(12)=4 muss zunächst überprüft werden, ob
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ist. Aus der Aufgabenstellung folgt B(12)-B(0)=4-6=-2. Für das Integral ergibt sich:
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Die Randwerte der Bestandfunktion passen also zur angegebenen Funktion f. 
Bleibt nun zu prüfen, ob die hieraus resultierende Funktion zu allen Zeiten positive Werte hat. Dazu untersuche ich die Funktion auf Tiefpunkte. Aus den bisherigen Überlegungen folgt für die Bestandsfunktion B(t):


[image: image9.wmf]0522

,

3

4814

,

0

)

(

)

(

-

=

=

¢

t

t

f

t

B



[image: image10.wmf]34
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Da B(t) eine nach oben geöffnete Parabel beschreibt, muss dies ein Minimum sein.
B(6,34) ist etwa -9,675. Mit der Anfangstemperatur von 6oC folgt, dass die tiefste Temperatur bei 6-9,675=-3,675oC lag. Die angegebene Änderungsfunktion f passt also nicht!

	c) Verschiedene Schülerlösungen möglich.


	d) Das Anfangsvolumen ergibt sich als 
[image: image11.wmf]3

2

max

047

,

1

3

1

m

h

r

V

»

×

×

=

p

. Der gesuchte Zeitpunkt ist demnach der Zeitpunkt zu dem sich die Füllmenge bei 0,524 m3 befindet.
Zur Bearbeitung der Aufgabe muss ich einige Modellierungsannahmen machen:
Ich nehme zunächst an, dass die Zeit in Stunden gemessen wird. Die Fließgeschwindigkeit soll der der Füllmenge entsprechen, die Proportionalitätskonstante ist also 
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ist.
Um die Aufgabe exakt zu lösen müsste eine Differentialgleichung gelöst werden, die auf eine e-Funktion hinausläuft. Da dies den Schülern zum Zeitpunkt der Bearbeitung (wahrscheinlich) noch nicht möglich ist, bestimme ich stattdessen eine Näherungslösung, indem ich die Zeit diskretisiere und nur in diskreten Schritten der Schrittweite 
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betrachte. Die Werte stelle ich einer Tabelle dar. Dabei verwende ich folgende Bezeichnungen: 
t sei die insgesamt verstrichene Zeit, V(t) die Füllmenge, v(t) die Fließgeschwindigkiet. Nach den obigen Annahmen ist die Veränderung der Füllmenge durch 
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 gegeben. Der Füllstand am Ende einer Zeitspanne 
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. Mit diesen Überlegungen ergeben sich folgende Werte:

t [h]

V(t) [m3]

v(t) [m3/h]
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V*(t) =V(t)-V [m3]
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In meiner Modellierung ist nach etwa 0,6 Stunden noch die Hälfte der Anfangsmenge vorhanden.
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